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Il. Zu den Autoren

Prof. Dr. Andreas Knoblauch ist seit 2013 Professor fiir Technische Informatik an
der Hochschule Albstadt-Sigmaringen. Nach einem Diplom-Abschluss im Jahr
2000 in Informatik und Elektrotechnik an der Universtitit Ulm promovierte er
dort 2003 iiber Neuronale Netze und Assoziativspeicher. Nach zwei PostDoc-
Jahren 2003-2005 im Bereich Neuro-Roboter und Sprachverarbeitung am Institut
fur Neuroinformatik der Universitdt Ulm und der Cognition and Brain Sciences
Unit am MRC Cambridge (UK), arbeitete er von 2005 bis 2013 als Senior Scientist
am Honda Research Institute Europe in Offenbach/Main an Neuronalen Netzen,
Systemen zur Situationserkennung und Verfahren fiir autonomes maschinelles
Lernen, was bis heute seinen Forschungsinteressen entspricht.

Andreas Nolle absolvierte 2010 das Master-Studium der Wirtschaftsinforma-
tik an der Hochschule Albstadt-Sigmaringen und der Hochschule Ravensburg-
Weingarten. Nachdem er kurze Zeit als Software-Entwickler tatig war, wech-
selte er 2011 an die Hochschule Albstadt-Sigmaringen, wo er neben der Lehre,
speziell in den Bereichen Data-Warehousing, Business-Intelligence und Machine-
Learning, auch in der Forschung tatig ist. Er ist seit Anfang 2014 zudem externer
Doktorand an der Universitit Mannheim mit dem Forschungsschwerpunkt , Fe-
derated Ontology Debugging“ bei seinem Doktorvater Prof. Dr. Heiner Stucken-
schmidt.



Seite 6 Einleitung zu den Studienbriefen

I11. Modullehrziele

Als ,Machine-Learning“ (zu dt. ,maschinelles Lernen*“) bezeichnet man Methoden zur Realisierung von
automatisierten Entscheidungsverfahren, insbesondere in Verbindung mit gréfleren Datenmengen. Dabei
lernt das System aus Beispielen und , erkennt“ GesetzmafSigkeiten, so dass es nach Beendigung der Lernpha-
se in der Lage ist, zu verallgemeinern und auch neue unbekannte Daten zu beurteilen. Zu den klassischen
Beispielen des maschinellen Lernen gehoren Klassifikation, Regression, Clustering oder Faktoranalyse.

Verfahren des maschinellen Lernens haben ein sehr breites Anwendungsspektrum in diversen Themenfel-
dern der Informatik. Aus dem weiten Spektrum méglicher Anwendungen seien hier exemplarisch automa-
tisierte Diagnoseverfahren, Erkennung von Kreditkartenbetrug, Aktienmarktanalysen, Klassifikation von
DNA-Sequenzen, Sprach-, Schrift- und Bilderkennung, und autonome intelligente Systeme genannt.

Aufbauend auf Modul 10200: Mathematical Foundations for Data Science, Modul 10300: Data-Mining und Modul
20400: Decision Support vermittelt Ihnen dieses Modul neben den theoretischen Grundlagen einen systema-
tischen, vereinheitlichenden Uberblick iiber Methoden des maschinellen Lernens und deren Anwendungs-
moglichkeiten. Neben dem Kennen und Verstehen eines breiten ,,Arsenals“ von Methoden vermdgen Sie
dariiber hinaus — je nach Problemstellung — geeignete Verfahren des maschinellen Lernens auszuwihlen,
anzuwenden und zu evaluieren. Wir konzentrieren uns hier auf Methoden des tiberwachten Lernens, wobei
wir uns im Wesentlichen auf das Werk von Bishop (2006) stiitzen. Im Rahmen von Kontroll- und Ubungs-
aufgaben erlangen Sie zudem die erforderlichen Kenntnisse und Fahigkeiten, ausgewihlte Algorithmen in
Python zu implementieren und auf praxisorientierte Datensédtze anzuwenden. Ergdnzend zum Inhalt die-
ses Moduls finden Sie die erforderlichen mathematische Grundlagen sowie weiterfithrende Informationen,
wie etwa Beweise, weitere Details und Beispiele, in dem Ihnen online zur Verfiigung gestellten Grundlagen-
Skript zur Mathematik (,, Vorlesungsskript Mathematik 1) von Herrn Prof. Dr. Knoblauch.

Das vorliegende Modul gliedert sich dabei in folgende Punkte:

Einfithrung & Wiederholung

Einfache lineare Modelle

Neuronale Netze

Kernel-Methoden

Grafische Modelle

Lernen probabilistischer Modelle & Modellkombination

A A

Nach Abschluss dieses Moduls sind Sie in der Lage, maschinelles Lernen und weitere Begrifflichkeiten ent-
sprechender Teilgebiete und verwandter Fachbereiche zu deuten, zu interpretieren und entsprechend einzu-
ordnen. Uberdies werden Ihnen unterschiedliche Methoden und Verfahren des iiberwachten maschinellen
Lernens vermittelt, welche Sie qualifiziert beurteilen und im Kontext praktischer Anwendungs- bzw. Pro-
blemfélle mithilfe geeigneter Techniken auswihlen, (in Python) implementieren und anwenden kénnen.


https://elearning.hs-albsig.de/goto.php?target=file_153589_download&client_id=HS-ALBSIG
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Studienbrief 1 Einfuhrung & Wiederholung

1.1 Lernergebnisse

Der vorliegende Studienbrief vermittelt Ihnen das erforderliche theoretische
Grundwissen, praktische Anwendungsfalle maschinellen Lernens zu identifizie-
ren sowie den Bedarf und praktischen Nutzen entsprechender Verfahren argu-
mentativ zu vertreten. Ferner konnen Sie den Begriff ,,maschinelles Lernen“ und
verwandte Begriffe differenziert auslegen und in den jeweiligen Kontext einord-
nen. Neben grundlegenden mathematischen Methoden und Theorien wissen Sie
zudem mit typischen Problemen maschineller Lernmethoden und zugrunde ge-
legter Daten umzugehen. Sie sind dartiiber hinaus mit den grundlegenden Modell-
typen des tiberwachten Lernens vertraut und kénnen diese durch Einsatz geeig-
neter Methoden entsprechend vergleichen und evaluieren.

1.2 Advance Organizer

Um mittels kiinstlicher Intelligenz (KI) die richtigen Entscheidungen treffen kon-
nen, muss einem technischen System (Maschine) entsprechendes Wissen ange-
lernt werden. Die Entwicklung maschineller Lernverfahren (Algorithmen) wird
dabei als eines der bedeutendsten Teilbereiche der kiinstlichen Intelligenz angese-
hen. Ziel dabei ist, Systeme lernfidhig zu machen, so dass diese mittels vorhande-
ner Daten selbststindig Wissen generieren und, darauf basierend, ein gegebenes
Problem 16sen koénnen.

Zu Beginn des vorliegenden Studienbriefs wird der Bereich des maschinellen
Lernens mit Bezug auf praktische Anwendungsfille eingefiihrt. Ferner werden
grundlegende mathematische Methoden und Theorien, welche die in den folgen-
den Studienbriefen dieses Moduls angefiihrten Lernalgorithmen aufgreifen, ver-
mittelt. Neben typischen Problemen maschineller Lernmethoden, wie etwa der
Uberanpassung, werden ebenfalls Erschwernisse und Herausforderungen, bezo-
gen auf die zur Verfligung stehenden Daten (Stichwort: Fluch der Dimensiona-
litat), diskutiert. Das wesentliche Ziel in praktischen Anwendungsfillen ist, das
zugrunde gelegte Modell und dessen Parameter so zu bestimmen, dass dariiber
moglichst optimale Prognosen erstellt werden konnen. Fiir die Bewertung einzel-
ner und den Vergleich unterschiedlicher Modelle werden Sie daher mit geeigne-
ten Evaluationsmethoden vertraut gemacht.

1.3 Einfuhrung in maschinelles Lernen

Bevor wir in die Details des maschinellen Lernens einsteigen, wollen wir uns
der Frage widmen, was eigentlich ,Lernen“ ist. So ist das Lernen aus biologi-
scher Sicht eines der charakteristischen Merkmale von intelligentem Verhalten.
Der Lernprozess selbst umfasst dabei

¢ neben dem Erwerben von neuem Wissen

¢ sowie dessen Einordnung in bereits vorhandenes Wissen,

¢ auch die Erlangung von motorischen und kognitiven Fahigkeiten durch An-
leitung oder praktische Anwendung,

¢ die Organisation (neuen) Wissens in Form von allgemein giiltigen, effekti-
ven Représentationen,

¢ das Aufdecken neuer Erkenntnisse und Theorien durch Beobachten und
Experimentieren,

¢ sowie das Transformieren, Neu- und Umorganisieren von bereits vorhan-
denem Wissen.

Lernen & Intelligenz



Seite 8

Studienbrief 1 Einfithrung & Wiederholung

Motivationen ma-
schinellen Lernens

Intention maschi-
nellen Lernens

Einordnung in angren-
zende Themenbereiche

pradestinierte An-
wendungsfalle ma-
schinellen Lernens

das Trainingsset

Zwar existieren in einschldgiger Literatur unterschiedliche Versuche, Lernen ein-
deutig zu prézisieren, allerdings gestaltet sich dies duferst schwierig. Ahnlich dif-
fizil ist auch der Begriff , Intelligenz“ zu fassen, weshalb auch hier keine allgemein
geteilte Definition existiert.

Im Forschungsgebiet der kiinstlichen Intelligenz (KI), welches im Allgemeinen
zum Ziel hat, die menschliche bzw. biologische Intelligenz mit Software nach-
zuahmen bzw. zu imitieren, hat das Teilgebiet des ,,maschinellen Lernens (ML)*
(engl. machine learning) folgende Motivationen:

¢ Untersuchung von Prinzipien des menschlichen Lernens sowie dessen Si-
mulation mit Hilfe von operationalen Modellen (kognitionsorientiert)

* Theoretische Untersuchung von méglichen Lernmethoden und Operatio-
nalisierung von Schlufifolgerungen in Lernalgorithmen (theorieorientiert)

¢ Arbeitserleichterung von Usern bei der Durchfiihrung eines vordefinierten
Aufgabentyps durch den Einsatz lernfahiger Systeme (aufgaben- bzw. pra-
xisorientiert)

Damit Systeme mit kiinstlicher Intelligenz die richtigen Entscheidungen treffen
konnen, muss entsprechendes Wissen angelernt werden. Bedenkt man nun, dass
der Mensch den Maschinen, insbesondere bezogen auf die Lernfihigkeit, weit
tiberlegen ist, so kann das Erforschen von Methodiken des Lernens und die Ent-
wicklung von maschinellen Lernverfahren als eines der bedeutendsten Teilberei-
che der kiinstlichen Intelligenz angesehen werden. Ziel des maschinellen Lernens
ist dabei die Entwicklung von Lernmethoden (Algorithmen), um damit techni-
sche Systeme (Maschinen) lernfahig zu machen, so dass diese auf Basis von In-
putdaten selbststindig Wissen generieren kénnen, das sie in die Lager versetzt,
ein gegebenes Problem zu l6sen bzw. besser zu 16sen als zuvor.

Der Bereich des maschinellen Lernens ist eng verwandt mit ,, Data-Mining*, wel-
ches insbesondere auf das Aufdecken von neuen Mustern, Zusammenhéngen,
Regel- und Gesetzmaifigkeiten fokussiert. So werden im Bereich des maschinellen
Lernens entwickelte Algorithmen im Data-Mining angewendet. Uberdies kann
der Prozess der ,,Knowledge Discovery in Databases (KDD)“ (zu dt. Wissensent-
deckung in Datenbanken), welcher das Data-Mining um entsprechende Schritte
des Data-Preprocessings zur Aufbereitung und Transformation der Daten ergénzt,
zur Generierung und Vorverarbeitung von Lerndaten fiir das maschinelle Lernen
eingesetzt werden.

Das reine ,, Auswendiglernen® ist, im Gegensatz zum Menschen, fiir Computer
durch einfaches Abspeichern kein Problem. Ebenso kann das Durchfiihren von
Berechnungen und automatisierbaren Prozessen mithilfe einer Programmierspra-
che problemlos umgesetzt werden. Wahrend diese Fille fiir die KI nicht von In-
teresse sind, existiert eine Reihe von Anwendungsfillen, bei denen der Einsatz
maschinellen Lernens teils unabdingbar ist. Ein Beispiel hierfiir kénnte etwa die
Identifikation von handschriftlichen Postleitzahlen auf Briefen sein. Das Ziel wa-
re nun, eine Maschine zu entwickeln, welche zu einem Bildausschnitt je Ziffer
(wie etwa in Abbildung 1.1 illustriert) als Input die zugehérige Nummer aus dem
Wertebereich [0, 9] identifiziert. Wahrend es fiir Menschen ein Leichtes ist, diese
Aufgabe zu bewiltigen, ist es fiir eine Maschine aufgrund der grofsen Varianz in-
dividueller Handschriften ein nicht triviales Problem.

Fiir die Verwendung von Ansétzen des maschinellen Lernens werden die Parame-
ter eines adaptiven Modells mithilfe einer moglichst groffen Menge mit N Ziffern
{x1, ..., xn}, welche auch als , Trainingsset® (oder Trainingsdatensatz) bezeichnet
wird, abgestimmt und damit das erforderliche Grundwissen ,,antrainiert“. Jedes
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Element x;, wobei i = 1..INV, eines Trainingssets ist dabei als Datenpunkt mit D
Elementen aufzufassen und kann somit als Eingabevektor (engl. input vector) in

Form eines D-dimensionalen Spaltenvektors respektive transponierten Zeilenvek-
tors reprasentiert werden:

O A &
S £ 7

T
X; = = (Il,...,mD)T. (11)
TD
Das Trainingsset mit NV D-dimensionalen Datenpunkten x; mit i = 1..INV kann
daher auch als Datenmatrix X bezeichnet werden und ist definiert tiber

T

X4 Z1,1 Z1,D
T
X9 Z21 x2,D
X=|_|=| 7 . (1.2)
T
XN TN, IN,D

In diesem Modul erfolgt die mathematische Notation in Anlehnung an Bishop
(2006, S. xi ff). Vektoren und Matrizen werden dabei in Serifenschrift gesetzt und
gefettet, wobei Vektoren (wie etwa x) durch Kleinbuchstaben und Matrizen (wie
etwa X) durch Grofibuchstaben symbolisiert werden. Variablen (wie x) werden
im Gegensatz hierzu in geschwungener Serifenschrift gesetzt und kursiv geschrie-
ben. Fiir eine bessere Lesbarkeit von Dezimalzahlen in Punkt- und Vektorangaben
verwenden wir fiir die Darstellung von Dezimalzahlen die englische Form (also
bspw. 5/2 = 2.5).

Bezogen auf das Erkennen von handschriftlichen Postleitzahlen wird somit jedes
Bild einer einzelnen Ziffer durch ein x; als Eingabevektor reprasentiert. Dies konn-
te beispielsweise dadurch erreicht werden, dass der Grauwert eines jeden Pixels
als Dimension' des Vektors aufgetragen wird. So ergibt sich fiir jedes in Abbil-
dung 1.1 gezeigte Bild einer Ziffer mit 200 x 200 Pixeln ein Eingabevektor mit
40.000 Dimensionen (Elementen). Die Kategorien C;, welche den einzelnen Zif-
fern zugeordnet werden konnen, entsprechen der Menge {null, eins, zwei, drei, vier,
fiinf, sechs, sieben, acht, neun}. Um nun eine Zuordnung der Kategorien fiir die ein-
zelnen Bilder des Trainingssets auszudriicken, wird fiir jedes Ziffernbild x; ein
sogenannter Targetvektor t; verwendet. Ein Targetvektor ist dabei als Zielmuster
und damit als gewtinschter Antwortvektor zu sehen. Eine gingige Methode zur
Représentation unterschiedlicher Kategorien in Form von Vektoren ist das soge-
nannte 1-of-K-Kodierungsschema. Abhingig von der Anzahl K an Kategorien
wird die Lange eines jeden Targetvektors t bestimmt, wodurch dieser wie folgt
definiert ist:
131
t=|:|=(t,..tx)" (1.3)

273

1 Als Dimension ist hierbei nicht die Dimension der Datenmatrix oder des Vektors selbst zu verstehen,
sondern vielmehr die Dimensionen des Raums, in dem der Vektor aufgetragen werden kann.

Abb. 1.1: Beispiele
handschriftlicher Ziffern

Anmerkung zur mathe-
matischen Notation

Reprasentation in Form
von Vektoren
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Anwendung und Er-
gebnis maschinel-
ler Lernalgorithmen

Preprocessing
der Inputdaten

Wird nun einem Ziffernbild (und damit jedem Eingabevektor x;) die Kategorie j
zugeordnet, dann wird allen Elementen ¢, des zugehorigen Targetvektors t; der
Wert 0 zugewiesen, wahrend das Element ¢; als Ausnahme den Wert 1 erhélt. Dem
dritten Bildausschnitt aus Abbildung 1.1, welcher die Ziffer 2 zeigt, wiirde tiber
folgenden Targetvektor t die Kategorie zwei zugewiesen werden:

zwei == (0,0,1,0,0,0,0,0,0,0).

Ergdnzend kann hierbei der Wert eines jeden Elements ¢;, auch als Wahrscheinlich-
keit betrachtet werden, mit der das Bild x; der Kategorie C; zuzuordnen ist.

Das Ergebnis eines maschinellen Lernalgorithmus kann als Funktion y(x) ausge-
driickt werden, die ein ,,neues*“ Ziffernbild x als Eingabevektoren fordert und ei-
nen Ausgabevektor (engl. output vector) y generiert, der dieselbe Kodierung wie
der Targetvektor besitzt. Die Prazisierung der Funktion y(x) erfolgt auf Basis des
Trainingssets in der ,, Trainingsphase“, welche treffenderweise auch als ,, Lernpha-
se“ bezeichnet wird. Nachdem ein Modell trainiert ist, kann dieses zur Bestim-
mung der Klassen- bzw. Kategorienzugehorigkeit von neuen Bildern mit Ziffern,
dem sogenannten , Testset®, eingesetzt werden. Die Fahigkeit, neue Elemente, wel-
che von denen des Trainingsset abweichen, korrekt einer Kategorie zuzuordnen,
wird auch als ,,Generalisierung“ bezeichnet. In praktischen Anwendungsfallen ist
die Generalisierung eines der zentralen Ziele der Mustererkennung, da das Trai-
ningsset nur einen geringen Bruchteil aller méglichen Eingabevektoren umfassen
kann.

Typischerweise miissen die Inputdaten einem Preprocessing unterzogen und da-
bei entsprechend transformiert werden, so dass das Problem des maschinellen
Lernens bzw. der Mustererkennung moglichst vereinfacht wird. Fiir das zuvor an-
gefiihrte Beispiel der Erkennung von handschriftlichen Ziffern werden die jewei-
ligen Bilder, sowohl des Training- als auch des Testsets, tiblicherweise auf diesel-
be Grofie skaliert. Aufgrund der einheitlichen Skalierung aller Ziffernbilder kann
die Vielfiltigkeit der einzelnen Klassen (Kategorien) stark reduziert und damit
die nachfolgende Anwendung von Algorithmen zur Mustererkennung effizien-
ter — im Sinne einer Komplexitdtsminderung aber ebenso einer Performanceopti-
mierung — gestaltet werden. Die auf den Elementen des Trainingsset durchgefiihr-
ten Preprocessing-Operationen miissen zwangsldufig in derselben Art und Weise
auf den Elementen des Testsets angewendet werden. Da die Anzahl an Merkma-
len (Vektorelemente) auf die als relevant betrachteten Merkmale reduziert wird,
kann diese Art des Preprocessings auch als Dimensionsreduktion gesehen wer-
den. Hierbei ist allerdings darauf zu achten, dass wichtige Informationen nicht
verloren gehen und damit die Genauigkeit der Ergebnisse negativ beeinflusst
wird. Die Phase des Preprocessings wird daher treffenderweise auch als ,,Feature
Extraction® (zu dt. Extraktion bzw. , Freistellung* von Merkmalen) bezeichnet.

1.3.1 Praktische Anwendungsfalle maschinellen Lernens

Durch die Eigenschaft, das Wissen und die Fahigkeiten kiinstlicher Systeme zu er-
weitern, finden Methoden des maschinellen Lernens in vielen Bereichen Anwen-
dung. Neben klassischen Bereichen, wie der bereits erlduterten Erkennung hand-
schriftlicher Ziffern, lernenden Spamfiltern fiir den alltdglichen E-Mail-Verkehr
oder auch Internetsuchmaschinen, existieren auch innovative Anséatze, etwa aus
den Gebieten der Robotik oder der Luft- und Raumfahrt. Aktuelle Forschungs-
gebiete, bei denen maschinelle Lernalgorithmen zum Einsatz kommen, umfassen
etwa die Entwicklung autonomer Fahrzeuge, welche sich auch in Umgebungen
zurechtfinden, die fiir das System unbekannt sind. Weitere Anwendungsgebiete
sind etwa:
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* Erkennung von Betrugsfillen (engl. fraud detection), beispielsweise bei
Kreditkarten

¢ Erkennung von Hackingangriffen

¢ autonome Robotik

» Kognitionswissenschaften, wie etwa zur Spracherkennung
* Gesichtserkennung

* Borsenanalyse

* medizinische Diagnose

* Bioinformatik

¢ adaptive Systeme in der Spieltheorie

¢ Verwaltung und Verarbeitung enormer Datenmengen (Stichwort: Big Data),
wie beispielsweise Sensordaten

¢ Data-Mining

¢ Business-Intelligence

1.3.2 Formen des SchluBfolgerns

Formale Grundlage von Lernalgorithmen ist das logische Schlussfolgern (Infe-
renz), wobei hier zwischen folgenden Formen unterschieden wird:

¢ Deduktion
Die Deduktion ist der Schluss vom Allgemeinen auf das Besondere. Kon-
kret heifst dies, dass aus einer gegebenen Menge allgemeiner Aussagen (Re-
geln), welche zusammengenommen die Hypothese H bilden, und einer
Menge an Bedingungen bzw. Einzelféllen (Pramissen) P eine Menge K an
zwingend geltenden Konklusionen abgeleitet wird. Formal ausgedriickt be-

deutet dies:
HUPFK (1.4)

Beispiel einer Deduktion wére etwa, wenn aus der allgemeinen Regel, dass
alle Frosche quaken, und der Pramisse, dass Kermit ein Frosch ist, der
Schluss gezogen wird, dass Kermit quakt. Formal in Pradikatenlogik aus-
gedriickt:

{Va | Frosch(x) — quakt(x), Frosch(Kermit)} b {quakt(Kermit)}

¢ Induktion
Im Gegensatz zur Deduktion beschreibt die Induktion das Schliefflen vom
Besonderen auf das Allgemeine. Ausgehend von einer Menge an Pramissen
P und einer Menge an Konklusionen K wird somit eine Menge an allgemei-
nen Regeln H abgeleitet:
PUK < H (1.5)

Bezogen auf die Pramisse, dass Kermit ein Frosch ist, und die Konklusion,
dass Kermit quakt, wire ein induktiver Schluss daraus, dass alle Frosche
quaken:

{Frosch(Kermit), quakt(Kermit)} < {Vx | Frosch(z) — quakt(x)}

Zwar ist die allgemeine Regel, dass alle Frosche quaken, durchaus wahr-
scheinlich, allerdings nicht zwingend. So gilt diese Verallgemeinerung
zwar fir alle uns bekannten Frosche, wiirde jedoch ein weiterer Frosch,
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Completeness

ML fokussiert auf
induktives SchlieRen

speziell ein Krallenfrosch? mit als Belegfall aufgenommen werden, so wire
diese Verallgemeinerung nicht mehr haltbar.

¢ Abduktion
Eine weitere Form des Schlussfolgerns ist das Schliefien von einer Menge
allgemeiner Regeln H und einer Menge an Konklusionen K auf eine Menge
an Pramissen P:
HUK =P (1.6)

Im Kontext unseres Beispiel wére eine Abduktion:
{Vz | Frosch(z) — quakt(z), quakt(Kermit)} = {Frosch(Kermit)}

Zwar ist aus der allgemeinen Regel, dass alle Frosche quaken, und der Kon-
klusion, dass Kermit quakt, die Schlussfolgerung, dass Kermit auch ein
Frosch ist, zwar moglich, jedoch nicht unbedingt wahrscheinlich. So kénnte
Kermit etwa auch eine Ente sein. Da bei einer Abduktion kein gesicherter
Belegfall vorliegt, ist die Folgerung lediglich richtungsweisend und damit
ziemlich unsicher.

In Bezug auf eine Menge an allgemeinen Regeln werden diese nur dann als korrekt
(engl. sound) bezeichnet, wenn, informal gesagt, aus wahren Aussagen nichts Fal-
sches abgeleitet wird. Komplementér wird eine Menge an allgemeinen Regeln als
vollstandig (engl. complete) bezeichnet, wenn, informal gesagt, aus dieser Menge
alle wahren Aussagen abgeleitet werden kdnnen. Auf eine formale Definition der
beiden Begriffe Korrektheit (engl. soundness) und Vollstindigkeit (engl. comple-
teness) wird an dieser Stelle verzichtet.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass nur der deduktive Schluss erfahrungs-
unabhingig und auch zwingend ist. Die Abduktion und Induktion hingegen sind
nicht zwangslaufig wahrheitserhaltend und repréasentieren damit nur potenzielle
logische Schliisse. Wahrend die Deduktion insbesondere in der mathematischen
Logik und in formalen Systemen Anwendung findet, konzentrieren sich Metho-
den des maschinellen Lernens vornehmlich auf den induktiven Schluss.

1.3.3 Klassifizierung von Lernmethoden

Wie bereits erwédhnt, streben Methoden und Algorithmen des maschinellen Ler-
nens das Verstehen von kontextbezogenen Zusammenhéngen, wie etwa durch Er-
kennung von Mustern oder Abhédngigkeiten, und damit auch das Erzeugen von
neuem Wissen im Sinne von induktivem Lernen an. Das eigentliche Lernproblem
hierbei ist, anhand von einer kleinen Teilmenge von Beispieldaten prazise Regeln
zur generischen Beschreibung der Daten zu finden. Die entsprechenden Lernme-
thoden hierfiir lassen sich prinzipiell in folgende drei Bereiche einteilen:

Uberwachtes Lernen

Zum Bereich des tiberwachten Lernens (engl. supervised learning) zahlen dieje-
nigen Anwendungsfille, bei denen das Trainingsset sowohl Eingabe- als auch die
zugehorigen Targetvektoren umfasst. Eine prazise Beschreibung der Daten wire
nun eine Funktion, welche zu den Eingabevektoren korrekte Ausgabewerte ent-
sprechend der gegebenen Targetvektoren liefert. Die eigentliche Aufgabe besteht
nun darin, anhand von gegeben Paaren mit Eingabevektoren x; und Targetvekto-
ren t; in der Form (x;, t;), wobei i = 1..N, eine deterministische Funktion zu fin-
den, welche die gegebenen Zuweisungen generalisiert und damit Ergebnisse (in
Form von konkreten Zuweisungen oder auch Wahrscheinlichkeiten) fiir neue Da-
ten mit einer moglichst geringen Fehlerrate liefert. Dadurch, dass den vorliegen-

2 Krallenfrosche quaken nicht.
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den Objekten die passenden Zielwerte, wie beispielsweise Klassen oder tatsachli-
che Werte, typischerweise manuell zugewiesen werden, wird das tiberwachte Ler-
nen teils auch als ,Lernen mit Lehrer“ bezeichnet. Abhingig vom gewiinschten
Typ des Ergebnisses kann das tiberwachte Lernen weiter in Klassifikationslernen
(engl. classification learning) und Regessionslernen (engl. regression learning) dif-
ferenziert werden.

Die Aufgabe, jedem Eingabevektor eine konkrete Kategorie aus einer endlichen
Anzahl eigenstdndiger, disjunkter Kategorien (direkt oder iiber Angabe eines
Wabhrscheinlichkeitwerts) zuzuweisen, wird als Klassifikationsproblem bezeich-
net. Lernalgorithmen, welche dieses Problem angehen, werden dabei auch als
Klassifizierer bezeichnet. Insbesondere das Klassifizieren ist ein charakteristi-
sches Problem aus dem Bereich der Mustererkennung. Ein typischer Anwen-
dungsfall ist etwa das Erkennen von handschriftlichen Ziffern.

Umfasst der angestrebte Ausgabevektor hingegen Werte einer oder mehrerer ste-
tiger Variablen, wird dies als Regression oder teils auch als Funktionslernen be-
zeichnet. Typisches Beispiel fiir eine Regression ist etwa die Prognose von Aktien-
wertentwicklungen auf dem Borsenmarkt.

Uniuiberwachtes Lernen

Das Pendant zum tiberwachten Lernen ist das uniiberwachte Lernen (engl. unsu-
pervised learning), sprich das , Lernen ohne Lehrer*. Im Gegensatz umfasst das
Trainingsset hier ausschlielich Eingabevektoren x;, wobei i = 1..N, und damit
keine vorab zugewiesenen Targetvektoren. Das primére Ziel des uniiberwachten
Lernens ist es, relevante Strukturen in den Daten aufzudecken. Ein typisches Bei-
spiel hierfiir ist etwa die Segmentierung von Texten oder Bildern, etwa um Aus-
schnitte mit Gesichtern in einem Bild zu erkennen.

Einen grofien Teilbereich des uniiberwachten Lernens bilden Clustering-
Algorithmen. Auf Basis einer festgelegten Clusteranzahl oder eines vordefinierten
Ahnlichkeitsmafes werden Objekte auf Gemeinsamkeiten analysiert und in ent-
sprechende Cluster eingruppiert.

Zudem z&hlt die sogenannte Dichteeinschitzung (engl. density estimation) zum
Bereich des uniiberwachten Lernens. Ziel hierbei ist die Bestimmung der Wahr-
scheinlichkeiten, mit denen ein bestimmter Wert in einem bestimmten Bereichsin-
tervall liegen wird.

Eine weitere Methode, die zum uniiberwachten Lernen zihlt, ist die Dimensions-
reduktion. Zielsetzung dieser Art von Algorithmen ist, hochdimensionale Daten
auf Rdume mit wesentlich weniger Dimensionen zu projizieren und dabei die ur-
spriinglichen Informationen zu bewahren. Die Intention hierbei ist, den erforder-
lichen Speicherbedarf zu reduzieren sowie die Performance von Analysen auf den
Daten zu optimieren.

Verstarkungslernen

Der dritte Bereich wird als Verstarkungslernen (engl. reinforcement learning) be-
zeichnet und umfasst das Problem, eine passende Aktion zu finden, die in einer
gegebenen Situation durchzufiihren ist, um damit den erzielten Nutzen im Sinne
der Zielerreichung zu maximieren. Im Gegensatz zum iiberwachten Lernen, bei
dem der Algorithmus optimale Ergebnisse fiir einzelne Beispiele liefert, ist hier
die eigentliche Aufgabe, die optimalen Ergebnisse in einem Prozess durch Trial-
and-Error (zu dt. Versuch und Irrtum) herauszufinden. Typischerweise existiert
hierbei eine Abfolge von Situationen und Aktionen, in denen der Algorithmus mit
seiner (dynamischen) Umgebung interagiert. Eine durchgefiihrte Aktion hat da-

Klassifikationslernen

Regressionslernen

Clustering-Algorithmen

Density Estimation

Dimensionsreduktion
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approximative Be-
schreibung der Daten

bei nicht nur Auswirkungen auf den direkten Erfolg, sondern auch auf den Erfolg
aller nachfolgender Schritte. So existiert fiir eine gegebene Situation keine optima-
le Losung, stattdessen versucht der Lernalgorithmus, eine geeignete Aktion zu
finden, so dass tiber eine bestimmte Zeit das Ziel moglichst effizient erreicht wird.
Beispiel hierfiir ist etwa ein Schachcomputer. Der Computer lernt mithilfe einer
Methode des Verstiarkungslernens auf Basis einer Brettposition den besten Zug
abzuleiten, mit dem letztendlichen Ziel, das Spiel zu gewinnen. Anhand unz&hli-
ger Spiele gegen einen Menschen oder sich selbst werden schlechte Entscheidun-
gen durch Verlieren des Spiels bestraft und gute Entscheidungen entsprechend
belohnt. Typisch fiir Methoden des Verstarkungslernens ist, dass die Belohnung
bzw. Bestrafung fiir durchgefiihrte Aktionen nicht direkt, sondern verzogert er-
folgt, wie etwa erst am Ende des Spiels. Da es keine optimale Aktion fiir eine gege-
bene Situation gibt, liegt die generelle Herausforderung des Verstarkungslernens
in der Kompromissfindung zwischen ,, Ausprobieren* (engl. exploration), wobei
versucht wird, neue Aktionen anzuwenden, um deren Effektivitit zu beurteilen,
und ,,Ausschopfen“ (engl. exploitation), im Sinne einer Anwendung bewéahrter
Aktionen aus den bisher gemachten Erfahrungen.

Kontrollaufgabe 1.1: Klassifikation versus Clustering

Worin unterscheiden sich Verfahren fiir Klassifikation gegeniiber Verfahren
tiir Clustering?

Wihrend Themen des untiberwachten Lernens, wie etwa Dimensionsredukti-
on, bereits in Modul 10400: Business-Intelligence & -Warehouses und Clustering-
Algorithmen in Modul 10300: Data-Mining ausfiihrlich behandelt werden, konzen-
trieren wir uns in diesem Modul auf Methoden des tiberwachten Lernens. Ein
umfassender Einblick in Methoden des Verstdrkungslernens wiirde den Rahmen
dieses Moduls sprengen, weshalb an dieser Stelle auf das Werk von Sutton u. Barto
(1998) verwiesen sei.

1.4 Ausgleichsrechnung

Wie bereits kurz angerissen, bedient sich das {iberwachte Lernen zur Prognose
von Werten Methoden der Ausgleichsrechnung, wie etwa der Regression, deren
grundsétzliches Ziel es ist, Daten iiber eine Funktion approximativ zu beschrei-
ben.? Konkret soll dabei, anhand reeller Werte einer Inputvariablen z, der reelle
Wert einer Zielvariablen ¢ prognostiziert werden. Ausgehend von N zu betrachte-
ten Werten von z ergibt sich die Datenmatrix

T
X1 I
T
X9 T2
X=|"|=|"1. (1.7)
T
XN TN

Aufgrund dessen, dass jeder Eingabevektor x; nur durch die Variable x be-
schrieben wird und damit eindimensional ist, reprasentiert die Datenmatrix ei-
nen Spaltenvektor und wird durch x symbolisiert. Bitte beachten Sie hierbei
die (auch durch unterschiedliche Textauszeichnung) gekennzeichnete Unterschei-
dung* zwischen dem N-dimensionalen Spaltenvektor x (in serifenloser Schrift)
und dem Spaltenvektor x (in Serifenschrift), welcher die Dimension D hat. Damit

3 siehe ergénzend auch Modul 10200: Mathematical Foundations for Data Science, Studienbrief 3: Induktive
Statistik, Kapitel 3.5: Regression

4 siehe ergidnzend hierzu Anmerkungen zur Notation in Kapitel 1.3 in Anlehnung an (Bishop, 2006,
S. xi ff.)
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umfasst das Trainingsset neben N Werten der Variable x, reprasentiert durch x =
(z1,...,2x)", die beobachteten zugehdrigen Werte von ¢ iiber t = (¢4, ...,tn)T.

Betrachten wir hierfiir ein kiinstlich bzw. synthetisch erzeugtes Trainingsset, wel-
ches auf Basis der Funktion sin(27z) generiert wurde. Der Eingabevektor x um-
fasst N = 10 Datenpunkte, die gleichmafiig auf den Wertebereich [0, 1] verteilt
sind. Der Targetvektor t des Trainingssets umfasst die entsprechenden Werte der
Funktion sin(27z), mit einer gewissen zufilligen Abweichung (engl. random noi-
se). Durch diese Art der Trainingsdatengenerierung lésst sich die typische Eigen-
schaft einer zugrunde liegenden Gesetzméfiigkeit mit einer gewissen Fehlerrate
bzw. Unsicherheit in Form von zufélligen Abweichungen in realen Datensitzen
imitieren. Nachstehende Abbildung 1.2 zeigt die grafische Reprdsentation des ge-
nerierten Trainingssets, wobei die einzelnen Datenpunkte als blaue Kreise und
die zugrunde gelegte Funktion sin(27z) als griine Kurve dargestellt sind.

Ziel ist es nun, unter Ausnutzung des Trainingssets und ohne Kenntnis iiber die
Funktion (griine Kurve), diese Gesetzmafsigkeit zu , erlernen und damit den Wert
t der Zielvariablen fiir neue Werte Z der Inputvariablen vorherzusagen (zu pro-
gnostizieren). Die eigentliche Herausforderung liegt dabei in der Generalisierung
einer endlichen Menge an Daten, welche iiberdies eine gewisse Fehlerrate bzw.
Unsicherheit aufweisen.

Ein einfacher Ansatz hierfiir basiert auf der sogenannten Funktionsanpassung
oder dem , Fitting“ (engl. curve fitting), wobei versucht wird, die Parameter ei-
ner vorgegebenen Funktion zu bestimmen bzw. abzuschétzen. Eine Moglichkeit,
Funktionen anzundhern, ist die Verwendung einer Polynomfunktion, wie etwa
der Form

M
y(x, w) = wy + w1z + wex® + ... + wpyzM :ijxj. (1.8)
7=0

Das Polynom ist dabei die Summe von Vielfachen von Potenzen mit natiirlichzah-
ligen Exponenten einer Variablen (im obigen Beispiel j), wobei iiber M der Grad
des Polynoms bestimmt wird. Die Koeffizienten des Polynoms wy, ..., was werden
als Vektor w zusammengefasst. Obwohl die Polynomfunktion y(z, w) eine nichtli-
neare Funktion von x ist, ist sie dennoch eine lineare Funktion der Koeffizienten w.
Diese Art von Funktionen, welche linear fiir die unbekannten Parameter sind, be-
sitzen entscheidende Eigenschaften und werden als , lineare Modelle“ bezeichnet,
auf die in Studienbrief 2: Einfache lineare Modelle ndher eingegangen wird.

Ziel des Fittings ist es, die Koeffizienten so zu bestimmen, dass die Funktion bzw.
das damit beschriebene Modell den Trainingsdaten angendhert wird, wobei dies
im Allgemeinen durch Minimierung einer Fehlerfunktion (engl. error function)
erfolgt. Die Fehlerfunktion misst die Abweichung zwischen der Funktion y(z, w)

synthetisch generiertes
Trainingsset

Abb. 1.2: Grafische Dar-
stellung des generierten
Trainingssets (Bishop,
2006, S. 4)

Ziel und Herausforde-
rung der Ausgleichsrech-
nung

Fitting

Minimierung einer Fehler-
funktion
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Abb. 1.3: Grafische Dar-
stellung der Residuen
(Bishop, 2006, S. 6)

Modellauswahl

und der durch das Trainingsset gegebene Datenpunktwolke. Eine géngige Feh-
lerfunktion ist die sogenannte ,,Methode der kleinsten Quadrate* (engl. sum-of-
squares oder least squares), deren Ziel es ist, die Summe der quadratischen Ab-
weichungen der Kurve und damit der Prognosen y(x,,, w) fiir jeden der beobach-
teten Datenpunkte x,, und den dazugehdrigen Zielwerten ¢,, zu minimieren. Die
Summe der Fehlerquadrate ist damit definiert tiber

N
(y(n, W) — tn)?. (1.9)

n=1

E(w) =

DN | =

Wie wir spdter sehen werden, erfordert die Bestimmung der Parameter die Ab-
leitung dieser Funktion, weshalb hier aus Griinden der spiteren Vereinfachung
der Faktor £ verwendet wird. Damit nun die Parameter der Wahrscheinlichkeits-
verteilung im Sinne der Maximum-Likelihood durch Maximieren der Likelihood-
Funktion bestimmt werden kénnen, muss das Maximum der Funktion tiber die
erste Ableitung, deren Nullstellen sowie die zweite Ableitung ermittelt werden.

Die einzelnen Abweichungen werden auch als Residuen bezeichnet und ermog-
lichen Aussagen in Bezug auf die Genauigkeit und Zuverladssigkeit der Funktion
bzw. des Modells. Das Ergebnis E(w) ist eine natiirliche Zahl, wobei E(w) = 0 ge-
nau dann, wenn (gdw.) die Funktion y(z, w) jeden einzelnen Datenpunkt des Trai-
ningssets schneidet. Abbildung 1.3 visualisiert exemplarisch die der Fehlerfunkti-
on zugrunde gelegten Residuen der Funktion y(x, w) zu den einzelnen Zielwerten
t,, fiir jeden der beobachteten Datenpunkte z,, in Form von griinen Balken.

b

Durch Minimierung der Fehlerfunktion lédsst sich die fiir einen gegebenen Grad
M optimal approximierte Lésung w* bestimmen. Die eigentliche Auswahl eines
geeigneten Grades M des Polynoms ist dabei von wesentlicher Bedeutung und
wird als Modellvergleich (engl. model comparison) oder auch Modellauswahl
(engl. model selection) bezeichnet. Abbildung 1.4 veranschaulicht den Vergleich
von vier, im Sinne des Fittings auf das Trainingsset angepassten, Polynomen mit je
unterschiedlichem Grad, wobei M = {0, 1, 3,9}. Wéhrend die konstante (M = 0)
sowie die lineare Funktion (A = 1) eher schlechte Ergebnisse in Bezug auf das ge-
gebene Trainingsset liefern, stellt das Polynom dritten Grades (M = 3) eine relativ
gute Approximation an die Funktion sin(27z) dar. Betrachtet man hingegen das
Polynom mit dem Grad M = 9, so bildet dieses die Datenpunkte des Trainingssets
exakt ab, weshalb das Ergebnis der Fehlerfunktion auch mit £ (w#) = 0 minimal
ist. Allerdings schwankt die resultierende Kurve sehr stark und stellt daher auch
eine duflerst schlechte Approximation der Funktion sin(27x) dar. Dies wird da-
her auch als Uberanpassung (engl. overfitting) bezeichnet. Das Problem der Uber-
anpassung kann durch Vergrofierung des Trainingssets reduziert werden. Eine
bewihrte Mindestgrofie des Trainingssets ist etwa das Fiinf- oder Zehnfache der
Anzahl anpassbarer Parameter eines Models (Koeffizienten des Polynoms). Aller-
dings ist anzumerken, dass die Komplexitdt des Models nicht anhand der Trai-



1.4 Ausgleichsrechnung

Seite 17

ningssetgrofe, sondern entsprechend der Komplexitét des zu 16senden Problems
ausgewdhlt werden sollte.

Typisch fiir den praktischen Einsatz der Funktionsanpassung ist die Anwendung
von relativ komplexen und flexiblen Modellen auf begrenzt grofie Datensétze. Ein
in diesen Fallen hiufig verfolgter Ansatz, um das Problem der Uberanpassung zu
bewaltigen, ist die sogenannte Regularisierung (engl. regularization). Dabei wird
der Fehlerfunktion (1.9) ein sogenannter Strafterm (engl. penalty term) hinzuge-
fligt, um zu verhindern, dass die Koeffizienten selbst, aber auch deren Anzahl und
damit der Komplexitidtsgrad des Modells, hohe Werte erreichen. Die einfachste
Form eines solchen Strafterms ist die Summe der quadrierten Koeffizienten, wo-
durch sich folgende abgednderte Fehlerfunktion ergibt:

N
> Wlwn w) = ta)? + Awlf?, (1.10)

wobei |w||? = wlw = w3+w?+...+w?, und der Koeffizient A die Gewichtung des

Regularisierungsterms relativ zur Summe der Fehlerquadrate bestimmt. Haufig
wird dabei der Koeffizient wy im Regularisierungsterm nicht mit berticksichtigt
oder ein gesonderter Regularisierungskoeffizient hierfiir bestimmt, da das Ergeb-
nis sonst durch die Wahl eines Fixpunktes der Zielvariablen beeinflusst wird. Da
hierdurch die Anzahl an Koeffizienten reduziert wird, bezeichnet man Anséatze
fiir die Regularisierung in der Statistik auch als Schrumpfungsmethoden (engl.
shrinkage methods).

Neben Fitting zahlt auch die Regression zu den héufig eingesetzten Verfahren
der Ausgleichsrechnung. Mithilfe der Regression wird hier ebenfalls eine mogli-
che Korrelation (funktionaler Zusammenhang) zwischen den Datenpunkten eines
Trainingssets, genauer der Einflussgrofie « und der Zielgrofie y, untersucht. Im
Gegensatz zum Fitting liegt hier die Annahme zu Grunde, dass die Datenpunkte

Abb. 1.4: Grafische Dar-
stellung von Polynomen
unterschiedlichen Grades
(Bishop, 2006, S. 7)

Regularisierung

Regression



Seite 18

Studienbrief 1 Einfithrung & Wiederholung

Betrachtung aus
Sicht der Wahrschein-
lichkeitstheorie

Maximume-Likelihood

konstant sind und damit keine Fehlerrate im Sinne von Unsicherheiten aufweisen.
Anhand einer angenommenen kontinuierlichen Funktion, wie etwa

ylr)=ax +b+e (1.11)

bei vermutetem linearem Zusammenhang, wird analysiert, wie gut sich die Daten
mit dieser Funktion beschreiben lassen. Neben den resultierenden Regressions-
parametern, a und b, bei linearem Zusammenhang, wird teils die Storgrofie e als
Zufallsvariable verwendet, um nicht erfassbare Messfehler abzubilden. Wahrend
die Regression durch Wahl der Funktion (wie etwa die der linearen Regression)
eher analytisch orientiert ist, ist das Fitting durch Vergleichen von Modellen un-
terschiedlichen Grades ein mehr explorativer Ansatz.

Das Problem der polynomiellen Funktionsanpassung lasst sich nicht nur durch
Minimierung einer Fehlerfunktion angehen, sondern zudem auch aus Sicht der
Wahrscheinlichkeitstheorie betrachten. Die Unsicherheit (Fehlerrate) der Werte
der Zielvariablen ¢ lassen sich dabei unter Verwendung einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung beschreiben. Ausgehend von der Annahme, dass, gegeben den Wert
von z, der zugehorige Wert von ¢ normalverteilt (bzw. auch gaufiverteilt) ist und
das Mittel dem Funktionswert y(x, w) der polynomiellen Kurve aus Formel 1.8
entspricht, lasst sich die bedingte Wahrscheinlichkeit von ¢ {iber die Wahrschein-
lichkeitsverteilung, genauer die multivariate Normalverteilung von ¢, wie folgt
bestimmen:®

pltle,w,B) = N(tly(z, w), 571

e () e (<5 ynw?) )

V231 %ﬂ

Wihrend z den eigentlichen Datenwert und w die Polynomkoeffizienten repra-
sentieren, ist 5 der Kehrwert (auch Inverse) der Varianz welche als Quadrat der
Standardabweichung o definiert ist. Damit ist 8 = — L und wird teils auch als ,,Ge-
nauigkeit“ (engl. precision parameter) bezeichnet. Wir verzichten an dieser Stelle
auf eine formale Einfiihrung grundlegender Begrifflichkeiten der Wahrscheinlich-
keitstheorie, wie etwa der bedingten Wahrscheinlichkeit oder der Normalvertei-
lung, und verweisen stattdessen auf das Modul 10200: Mathematical Foundations for
Data Science.

Das Trainingsset {x,t} kann nun dazu verwendet werden, die unbekannten Pa-
rameter w und S mithilfe der Maximum-Likelihood-Methode (zu dt. maximale
Wabhrscheinlichkeit) zu bestimmen. Im Gegensatz zu vorher, als versucht wur-
de, anhand der Trainingsdaten die Parameter so zu bestimmen, dass die Fehler-
funktion minimiert wird (wie etwa mit der Methode der kleinsten Quadrate), ist
es das Bestreben der Maximum-Likelihood-Methode, die Parameter der Funkti-
on so zu bestimmen, dass die Wahrscheinlichkeit, das Trainingsset zu erhalten,
maximiert wird. Dabei wird angenommen, dass die Daten einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung unterliegen, deren Parameter allerdings nicht bekannt sind. Zu-
dem gilt die Annahme, dass die Daten des Trainingssets, unabhingig von deren
Wahrscheinlichkeitsverteilung, aus der Gesamtdatenmenge gezogen werden und
gleichméfiig verteilt sind. Diese zugrunde gelegten Annahmen erlauben eine Fak-
torisierung der einzelnen Wahrscheinlichkeiten, wodurch sich die entsprechende
Likelihood-Funktion

N

p(tx, w, 3) = H (tnly(@n, w), F7) (1.13)

5 Allgemein wird bei komplexen Exponenten die Exponentialfunktion e® mit exp (a) ausgezeichnet.
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ergibt. Damit nun die Parameter der Wahrscheinlichkeitsverteilung im Sinne des
Maximum-Likelihood durch Maximieren der Likelihood-Funktion bestimmt wer-
den konnen, muss das Maximum der Funktion iiber die erste Ableitung, deren
Nullstellen sowie die zweite Ableitung ermittelt werden. Da die logarithmierte
Funktion dieselben Maximen wie die urspriingliche Funktion aufweist und die
Berechnung von Ableitungen durch das Logarithmieren in den meisten Fallen er-
leichtert wird, verwendet man in diesem Zusammenhang hdufig die sogenannte
Log-Likelihood-Funktion. Damit ergibt sich die Log-Likelihood-Funktion

N
Inp(thew. 6) =~ S (0 w) 1) + 5 A - S ). (114)
n=1

Durch Maximierung der Log-Likelihood-Funktion in Bezug auf w ldsst sich
die Maximum-Likelihood-Losung wy, flir die Polynomkoeffizienten bestim-
men. Der damit bestimmte Parametervektor wyr, ldsst sich anschliefSend verwen-
den, um die Maximum-Likelihood-Losung S, fiir den Parameter ,, Genauigkeit“
durch abermaliges Maximieren der Log-Likelihood-Funktion in Bezug auf 5 zu
bestimmen. Nachdem die Parameter w und ( bestimmt sind, kénnen Prognosen
fiir neue Werte von x gemacht werden. Da wir nun ein probabilistisches Modell
haben, kénnen die prognostizierten Werte in Form der , pradiktiven Verteilung*
(engl. predictive distribution), welche anstelle von einer einfachen Punktabschét-
zung die Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber ¢ angibt, ausgedriickt werden. Sie ist
damit definiert {iber

p(t|z, W, Bur) = N (tly(z, war), By)- (1.15)

Kontrollaufgabe 1.2: Ausgleichsrechnung

Gegeben seien die Datenpunkte (1, 2), (2,5), (3,8), (4,20) und eine polyno-
mielle Regressionsfunktion nach (1.8) mit Grad M = 2 und den Gewichten
w = (wo, wy,wz)T.

(a) Wie lautet die Regressionsfunktion fiir Gewichte w = (6, —5,2)1?

(b) Wie grof ist dann die Fehlerfunktion der kleinsten Quadrate (1.9) fiir
die gegebenen Datenpunkte?

(c) Sei nun w' = (5,—4,2)T ein alternativer Gewichtsvektor. Welcher
der beiden Gewichtsvektoren (w oder w’) liefert das bessere Ergeb-
nis?

(d) Wiederholen Sie (b) und (c) fiir die regularisierte Fehlerfunktion
(1.10) mit Regularisierungskoeffizient A = 0.5 (d. h. falls Fehlerqua-
drate und die quadrierte Lange des Gewichtsvektors gleich gewich-
tet werden).
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1.10 Ubungen

N Ubung 1.1: Nearest-Neighbor-Klassifikation, Kreuzvalidierung, ~Wald-
4 Typen

Implementieren Sie einen Nearest-Neighbor-Klassifikator (NN) zur Klassi-
fikation verschiedener (japanischer) Wald-Typen auf Satellitenbildern. Die
Datensammlung ForestTypesData.csv (siehe Vorlesungsverzeichnis) ent-
hdlt N = 524 Datensdtze, wobei jeder Datensatz aus D = 27 Bild-
Merkmalen der Satellitenaufnahmen besteht (deren genaue Bedeutung uns
hier nicht ndher zu interessieren braucht). Zusétzlich enthélt jeder Daten-
satz in der ersten Spalte ein Klassenlabel, welcher den Datensatz einer
von C = 4 Klassen zuordnet. Hierbei bedeuten: ‘s’=Sugi-Zypressenwald,
‘’=Hinoki-Zypressenwald, ‘d’=Mischlaubwald, ‘o’=unbewaldet.

(a) Verwenden Sie zunédchst Ihren NN-Klassifikationsalgorithmus von
Kontrollaufgabe 1.6 (a) und erweitern Sie ihn um eine Ladefunktion,
welche die CSV-Datei einliest und entsprechend in Datenvektoren x
und Klassenlabel t aufteilt.

Hinweis: Am einfachsten konnen Sie dies z.B. mit den pandas-
Funktionen read csv oder read_table machen (siehe Modul 10100:
Programming for Data Science).

(b) Testen Sie Ihren Klassifikationsalgorithmus, indem Sie die Verwechs-
lungsmatrix p;; := pr[Klasse j|Klassei| auf folgende Weisen bestim-
men:

(i) Lerndaten = Testdaten = gesamte Datensammlung
(i) Lerndaten = Datensétze 1-250; Testdaten = Datensatze 251-524
(iif) Kreuzvalidierung mit S = 3.

Vergleichen Sie die resultierenden Fehlerwahrscheinlichkeiten p;;
und die Laufzeiten ihres Algorithmus.

Was dndert sich, wenn Sie bei der Kreuzvalidierung S groier machen
(z.B. S = 10)? Fiir welches S erhalten Sie die besten Schiatzwerte fiir
die tatsdchlichen Fehlerwahrscheinlichkeiten?

3 Ubung 1.2: K-Nearest-Neighbor-Klassifikation (AXNN) mit Kreuzvalidie-
(¢ rung, Wald-Typen

Wiederholen Sie Ubung 1.1 (es geniigt der Teil mit der Kreuzvalidierung),
wobei Sie nun die Klassifikation mit Hilfe des KNN-Algorithmus von Kon-
trollaufgabe 1.6 (b) erledigen. Testen Sie Ihr Programm fiir verschiedene
Werte, z.B. fiir K =1, K =2, K =5, K = 10 und K = 20 und vergleichen
Sie dies mit dem Ergebnis aus der vorigen Ubungsaufgabe 1.1 (K = 1).
Welches K liefert die besten Ergebnisse (d. h. minimiert die Gesamtzahl der
Klassifikationsfehler)?

Was passiert fiir sehr groie Werte X' — N?

[.]
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Liste der Losungen zu den Kontrollaufgaben

Losung zu Kontrollaufgabe 1.1 auf Seite 14

Ihre Losung kénnte folgende Argumentation umfassen:
Klassifikation:

* Methode des tiberwachten Lernens
¢ Ziel: Zuweisung von Daten zu entsprechenden Klassen

¢ die einzelnen Klassen sind bereits vorab bekannt
Clustering:

¢ Methode des uniiberwachten Lernens
¢ Ziel: Gruppierung der Daten abhidngig von Ahnlichkeiten

¢ ausschlieflich die Clusteranzahl oder ein Ahnlichkeitsmaf sind vorab zu
definieren

Losung zu Kontrollaufgabe 1.2 auf Seite 19
(y = 2;5;8;20)

(@) y(r) =6 — 5z + 222

®) y(1) = 3,y(2) =4,y3) =9, y(4) = 18 und damit F(w) = 0,5(12 + 12 +
12 +22) = 3,5

(c) hier ist y(z) = 5 — 4x + 222 und damit y(1) = 3, y(2) = 5, y(3) = 11,
y(4) = 21 und E(w’) = 0,5(1% + 0% + 32 + 1%) = 5,5, d.h. w ist besser als

w'.

(d) Esist [[w||*> = 36 +25 +4 = 65 und |[w/||> = 25 + 16 + 4 = 45, also
B(w) = E(w) + AJw|)? = 3,5 + 65/2 = 36 und E(w’) = 5,5 + 45/2 = 28.
D.h. hier ist w’ besser als w.

Losung zu Kontrollaufgabe 1.3 auf Seite 20

Bis auf den Faktor 0,5 entspricht £ genau der Wahrscheinlichkeit eines Klassifi-
kationsfehlers.

Lésung zu Kontrollaufgabe 1.4 auf Seite 26

Um eine Diskriminanzfunktion.

Losung zu Kontrollaufgabe 1.5 auf Seite 27

(a) Das Modell mit der grofsten Wahrscheinlichkeit p(D|w1(\%)) ist das Polynom
vom Grad M = 9. Dies ist problematisch, da die Gefahr des Overfittings
besteht.

(b) Dalnp(D|wi) — M = —17.3; -8.1; —6.2; —10.2 fiir M = 0; 1;3; 9, wiirde

man nach dem AIC das Modell wl(\ii mit M = 3 wahlen.
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Losung zu Kontrollaufgabe 1.6 auf Seite 30
Fiir (a), (b) siehe folgendes Python-Programm:
/ Quelltext 1.1: Nearest-Neighbor
</

1

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

def getNearestNeighbor(database, x):

D = len(x); dimension of data
dmin,imin=-1,-1; init minimum distance
and index of minimum
for n in range(len(database)): loop over whole
database
xn=database[n]; n-th data vector in
database

for i in range(D)]);
distance between x,xn
new minimum distance?
assign distance and
index of new NN
return index of final
nearest neighbor

d=sum([(x[i]-xn[i])*(x[i]-xn[i]

if(dmin<0@) or (d<dmin)
dmin,imin=d,n;

return imin;

HOH OH H R - HH K K H W R

def getKNearestNeighbors(database, x, K=1):
D=1len(x); dimension of data
dmin=[-1 for i in range(K)]; # list of KNN distances
imin=[-1 for i in range(K)]; # list of KNN indexes
for n in range(len(database)): # loop over whole
# database
# n-th data vector in
# database
)
#
#
#
#

H

xn=database[n]

for i in range(D)]);
distance between x,xn

d=sum([(x[i]-xn[i])*(x[i]-xn[i]

k=K; k will be the neigh-
borhood-rank of xn
while(k>0): k=0 would mean xn is

# the NN
if(dmin[k-1]<0) or (d<dmin[k-1]):
# does xn qualify for
# k-1-NN?
k=k-1; # if yes, put xn 1 up...
if (k<K-1): dmin[k+1]1,imin[k+1]=dmin[k],imin[k];
# and old k-th NN 1 down
else: break; # if no, break while-
# loop
if(k<K): dmin[k],imin[k]=d,n; # assign new k-th NN
#
#

return imin; return indexes of the

KNN
# test
database = [(4,5,6), (5,7,8), (4,5,8), (1,5,7),
(8,9,10), (-5,0,-1)1; # list of data vectors
x=database[3]; # x is test vector
K=3; # number of NNs
idxl=getNearestNeighbor(database,x); # find nearest neighbor

idxK=getKNearestNeighbors(database, x,K); # find K NNs
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s1 # print results
s print ”"Nearest-neighbors of”, x, ” has index ”, idx1;

’

s print K,”-nearest-neighbors of”, x, ” have indexes ”, idxK

’

]
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